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3 Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen werden in der Mathematik motiviert als eine Erweiterung
der reellen Zahlen, in der auch bisher unléshare Polynomgleichungen ei-
ne Lésung haben. In Anwendungen, in denen mit sinusfrmigen GroBen
gearbeitet wird, erleichtern komplexe Zahlen die Umformungen und Rech-
nungen.

In diesem Kapitel fiihren wir die komplexen Zahlen ein. Wir erlautern die
verschiedenen Darstellungsformen fiir komplexe Zahlen und erklaren, wie
man mit ihnen rechnet. Als wichtige Anwendung erklaren wir, wie Schwin-
gungen mithilfe von Zeigern und komplexen Zahlen dargestellt werden.
Danach betrachten wir Polynome mit komplexem Argument und diskutieren
ihre grundlegenden Eigenschaften.

3.1 Grundbegriffe und die

kartesische Form

Zu Beginn von Kap. 1 haben wir in einem kurzen Abriss
dargestellt, dass wir die rationalen Zahlen brauchen, um alle
Grundrechenarten ausfiihren zu konnen, ohne dass man ein Er-
gebnis erhilt, das nicht mehr im Zahlenbereich ist. Um auch
alle Wurzeln aus positiven Zahlen (und andere irrationale Zah-
len) zur Verfligung zu haben, mussten wir den Zahlenbereich
nochmals erweitern auf die reellen Zahlen. Beim Losen von Po-
lynomgleichungen, beispielsweise quadratischen Gleichungen,
kann es aber dennoch vorkommen, dass eine Gleichung keine
reelle Losung hat.

Beim Versuch, die quadratische Gleichung
F+1=0

zu 10sen, erhilt man
2=-1

Sucht man reelle Losungen, so ist diese Gleichung unlosbar, da
Quadrate von reellen Zahlen immer grofer oder gleich O sind.

Im Komplexen besitzt jede quadratische
Gleichung eine Lésung

Durch die Einfiihrung einer neuen Zahl i mit der Eigenschaft

i = —1 wird diese Gleichung 15sbar:
X12 = +i
sind die gesuchten Zahlen mit der Eigenschaft x> = —1. Die

Zahl i nennt man die imaginire Einheit.

Sucht man nach Losungen von

X +9=0

bzw. 2 = —9, erhalten wir unter Verwendung der oben neu

definierten Zahl i die Losungen x; » = %31, denn es gilt

(£3i)? = 9i> = —9.

Reelle Vielfache der imaginiren Einheit i nennt man imaginére
Zahlen.

Fiir die quadratische Gleichung
¥ =2x+10=0
erhélt man mit der p-g-Formel (1.1) formal
xia=1+V/1-10=1+ /=09

Die Gleichung ist reell nicht 16sbar, da der Ausdruck unter der
Wurzel negativ ist. Mit ~/—9 = +/9i2 = 3i ergibt sich als Lo-
sung der quadratischen Gleichung

X1p =14 3i.

Eine Zahl, die als Summe aus einer reellen und einer imaginéren
Zahl zusammengesetzt ist, nennt man komplexe Zahl in karte-
sischer Darstellung.

Realteil und Imaginarteil sind die Bausteine
einer komplexen Zahl

Definition

Die Zahlen
z=a+b-i

mit a,b € R heiflen komplexe Zahlen in kartesischer
Darstellung. i bezeichnet die imaginédre Einheit, defi-
niert durch i = —1.

Zwei komplexe Zahlen heiflen gleich, wenn Real- und
Imaginirteil iibereinstimmen.

Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit C bezeich-
net.

Man nennt a = Re(z) den Realteil von z und b = Im(z)
den Imaginéirteil von z.

Ist bei z = a + bi der Imaginirteil » = 0, dann ist z € R,
d. h., die reellen Zahlen sind eine Teilmenge der komple-
xen Zahlen.

Achtung Realteil und Imaginirteil einer komplexen Zahl
sind reelle Zahlen. <

In Mathematik und Informatik wird die imaginire Einheit mit
i bezeichnet. Die Bezeichnung der imaginiren Einheit mit j ist
iiblich in den Ingenieurwissenschaften, um eine Verwechslung
mit i, dem Formelzeichen fiir den elektrischen Strom, auszu-
schliefen.

Die Beziehung iZ = —1 kann verwendet werden, um Ausdriicke
zu vereinfachen.

Es ist beispielsweise i* = i%-i = (=1)-i = —i.



Was die Zahlengerade fiir R ist, ist die
gauBsche Zahlenebene fiir C

Die reellen Zahlen konnen auf der Zahlengeraden eingetragen
werden (Abschn. 1.3). So konnen die Lage der Zahlen zuein-
ander und GroBer-/Kleinerbeziehungen anschaulich dargestellt
werden.

Fiir die grafische Darstellung komplexer Zahlen verwendet
man die gauBsche Zahlenebene, die von Carl Friedrich Gauf3
(1777-1855) um 1811 eingefiihrt wurde.

GauBsche Zahlenebene

Komplexe Zahlen kann man in einem kartesischen Ko-
ordinatensystem grafisch darstellen, indem man auf der
horizontalen Achse den Real- und auf der vertikalen Ach-
se den Imaginérteil eintrdgt (Abb. 3.1).

Die Zahlen z; = 54+ 2i,20 = =3+ 4i,z3 = —2 — 2i und

74 = —3i werden wie in Abb. 3.2 in der komplexen Zahlenebene
eingetragen.
Im(z) ,
z=a-+bi
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Abb. 3.1 Komplexe Zahlen werden in der GauBschen Zahlenebene gra-
fisch dargestellt, indem man auf der horizontalen Achse den Real- und
auf der vertikalen Achse den Imaginirteil eintragt

Im(z)
2 =-3+4 4
3<
71=5421
2 4 °
]<
-6 -5 —4 =3 =2 —1 1 2 3 4 5 6 Re(z)
—1 4
73 =—2—2is -2
73<Z4:*3i

Abb. 3.2 Die komplexen Zahlen z; = 5+2i,z, = —3+4i,z3 = —2-2i
und z4 = —3i in der komplexen Ebene

3.2 Rechnen in kartesischer Darstellung

Im(z)
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Abb. 3.3 Die komplexen Zahlen z; = 5+2i,7, = —3+44i,z3 = —2-2i
und z4 = —3i sowie die zugehdrigen Zeiger zi, 22, z3 und z4 in der
komplexen Ebene

Achtung Im Gegensatz zu den bisher bekannten Zahlenmen-
gen gibt es keine GroBer-/Kleinerbeziehung zwischen komple-
xen Zahlen. <

Eine komplexe Zahl z selbst ist ein Punkt in der Zahlenebene.
Oft verwendet man den zur Zahl gehorenden komplexen Zei-
ger, einen Pfeil vom Ursprung der Zahlenebene zur komplexen
Zahl. Der komplexe Zeiger zur Zahl z wird mit z bezeichnet.

Die Zeiger der komplexen Zahlen z; = 5 + 2i, 2, = —3 + 4i,
73 = —2 — 2i und z4 = —3i werden wie in Abb. 3.3 in der
komplexen Zahlenebene eingetragen.

3.2 Rechnen in kartesischer
Darstellung

Durch Spiegelung an der reellen Achse entsteht
die konjugiert komplexe Zahl

Definition
Die konjugiert komplexe Zahl 7 zur komplexen Zahl z =
a + bi ist definiert als

7 :=a— bi,

d.h., das Vorzeichen des Imaginirteils wurde geindert. In
der GauB3schen Zahlenebene entspricht dies einer Spiege-
lung an der reellen Achse (Abb. 3.4).

Manchmal wird die konjugiert komplexe Zahl auch mit z*
bezeichnet.
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Im(z) A

Abb. 3.4 Die zu z konjugiert komplexe Zahl 7 entspricht in der kom-
plexen Ebene der Spiegelung von z an der reellen Achse

Fiir z1, 22,z € C gilt:

I.za+tn=2+2

2. =2

3. @)=z

4. Ist eine Zahl gleich ihrer konjugiert komplexen Zahl,
d.h. gilt 7 = z, dann ist z reell, also Im(z) = 0.

Beispiel

Die jeweilige konjugiert komplexe Zahl lautet:

1. z=-T4+1i:z=-7T—-1

2. z=6—-51:72=6-+5i

3. z = 6: 7 = 6; hier gibt es keinen Imaginérteil, eine
reelle Zahl hat den Imaginérteil O

4, z=1:z2=-i <

In der kartesischen Darstellung kann man mit
i2 = —1 wie gewohnt rechnen

Wir beschreiben nun die Grundrechenarten, d. h. die Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division, fiir komplexe Zahlen
in kartesischer Darstellung.

Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

Die komplexen Zahlen z; = a; + bjiund z, = a + byiin
kartesischer Darstellung werden addiert bzw. subtrahiert,
indem man die Real- und die Imaginérteile addiert bzw.
subtrahiert:

212 = (a1 £ a) + (by £ by)i.

Beispiel
Gegeben sind die komplexen Zahlen z; = —1 — 8i und
Zp = —2 — 3i. Dann ist

21+ 22 =(—1-8i) + (-2 —3i)
=—-1-8—2-3i=-3-11i

und

71 —20 = (=1 —=8i) — (=2 —13i)
=—1-8i+2+3i=1-5i <

Grafisch entspricht die Addition komplexer Zahlen der vektori-
ellen Addition der Zeiger.

Multiplikation komplexer Zahlen

Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man die
Klammern ausmultipliziert und mithilfe von i* = —1
vereinfacht. Damit ergibt sich fiir die komplexen Zahlen
71 = a1 + byiund 75 = a + b,i in kartesischer Darstel-
lung:

21 - 22 = (a1ay — biby) + (a1by + azb)i.

Beispiel
Gegeben sind die komplexen Zahlen z; = —1 — 8i und
7o = —2 — 3i. Dann ist
71-22=(—1—8i)- (-2 —3i)
=2+ 3i+ 16i + 24i*
=2-24+ 19 = —22 + 19i,
(z1)* = (-1 - 8i)*
= 1 + 16i + 64i’
= —63 4 161
und

21 -21 = (=1 =8i) - (=1 + 8i)
=1 — 64i> = 65. <

Der Betrag einer komplexen Zahl ergibt sich
mit Pythagoras

Fiir jede komplexe Zahl z = a + bi ist
- 7=a*+ b’

und damit eine nichtnegative reelle Zahl.
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Abb. 3.5 Der Betrag einer komplexen Zahl ist der Abstand der Zahl
zum Ursprung. Dies entspricht der Liange des komplexen Zeigers

Nach dem Satz von Pythagoras ist v/a% + b2 = /z -7 die Linge
des Zeigers von z = a + bi:

Definition

Den Abstand einer komplexen Zahl z zum Ursprung nennt
man komplexen Betrag von z (Abb. 3.5). Er wird mit |z]
bezeichnet. Fiir z = a + bi ist

|2l = Va*> + b2
=Z'Z

Das Rechnen mit Betridgen komplexer Zahlen betrachten wir et-
was spater.

Beim Dividieren erweitert man mit dem
konjugiert komplexen Nenner

Bei der Division komplexer Zahlen steht zunéchst eine kom-
plexe Zahl im Nenner. Diesen Nenner muss man reell machen.
Dazu verwenden wir die Tatsache, dass fiir jede komplexe Zahl
z das Produkt z - 7 eine reelle Zahl darstellt.

Division komplexer Zahlen

Fiir die Division der komplexen Zahlen z; = a; + b;i und

20 = ay + bi, o # 0, in kartesischer Darstellung ergibt

sich
21

a o _ (@a + biby) + (asbr —aiby)i
a2 + b? ’

2 2 22

Zur Berechnung von j—; in kartesischer Darstellung erwei-
tert man den Bruch mit der konjugiert komplexen Zahl des
Nenners.

3.2 Rechnen in kartesischer Darstellung 73

Beispiel

Gegeben sind die komplexen Zahlen z; = —1 — 8i und ‘O
— 3 H

7 = —2—3i.

In % = _ézgi stort das i im Nenner, wenn man eine

kartzésische_Darstellung des Quotienten haben will. Man
erweitert deshalb den Bruch mit der konjugiert komple-
xen Zahl des Nenners:

2 —1-8 —1-8 —2+43i
. —2-3i —2-3i —2+3i
_2-3i+16i— 24 _ 264 13i i o«
492 13 ‘

Es ist nicht erforderlich, die Rechenregeln fiir die Grundre-
chenarten auswendig zu lernen. Man rechnet mit komplexen
Zahlen in kartesischer Darstellung unter Beachtung der iiblichen
Rechenregeln fiir geklammerte Ausdriicke und beriicksichtigt
i2=-1.

Damit kann man wie gewohnt Ausdriicke vereinfachen und
Gleichungen l6sen.

Beispiel
Losen Sie die Gleichung
12 o 1
2 342 4-3i

Um nach z auflésen zu konnen, muss zuerst die rechte
Seite auf einen Bruchstrich geschrieben werden:

1 2 1 2(4-30)+ (3+20)
z 342 4-3  (3+2i)-(4-3i)
_ 8—6i+3+2i 114
S 12-9i+8i—6i2  18—i
Dann ist
18— 18—i 11+4i
ST T4 11—4i 1144
198 +4+61i 202 61
= = — —1.
121 + 16 137 ' 137

Eine komplexe Gleichung fiihrt zu zwei reellen
Gleichungen

Beispiel

Wir berechnen die Losungen der quadratischen Glei-
chung
2 = -8+ 6i.
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Mit dem Ansatz z = x + yi suchen wir die Losung in
kartesischer Form. Die binomische Formel liefert

2= (x4 =2 4 21—y = (& —y?) + 2w,

und der Vergleich von Real- und Imaginirteil auf beiden
Seiten ergibt das reelle Gleichungssystem

x> —y? = —8und 2xy = 6.

Durch die zweite Gleichung konnen wir eine Variable eli-

minieren: Mit y = 3 folgt x> — 5 = —8. Substitution von
u := x* (beachte u > 0) liefert

und Multiplikation mit u # 0 liefert die quadratische
Gleichung
u+8u—9=0

mit den Losungen

u,=—-4++16+9=—-4+5

Wegen u > 0 bleibt nur die Losung u = 1 iibrig, und es
folgt x> = 1, also x; , = %1 mit zugehorigen

3
}J1,2 = — = :|:3
X1,2

Wir erhalten zwei komplexe Losungen:

z1 =1+ 3iund 2o = —(1 + 3i). <

Eine komplexe Gleichung fiihrt zu zwei reellen Gleichungen. In
kartesischer Darstellung ist dies eine Gleichung fiir den Realteil
und eine fiir den Imaginirteil.

3.3 Die Polarform komplexer Zahlen

Dieselbe komplexe Zahl kann man auf verschiedene Arten
ausdriicken: in kartesischer Form, in trigonometrischer oder Po-
larform und in Exponentialform.

Die kartesische Darstellung einer komplexen Zahl beinhaltet
Zahlenwerte fiir Real- und Imaginérteil. Derselbe Punkt in der
Zahlenebene und damit dieselbe komplexe Zahl kann genauso
durch die Angabe des Betrags und des Winkels zur positiven
reellen Achse dargestellt werden. Dann spricht man von der Po-
larform der komplexen Zahl.

Im(z) o

Abb. 3.6 Jede komplexe Zahl kann man auch durch Angabe von Betrag
und Winkel beschreiben

Bei der Polarform betrachtet man Radius
und Winkel

Aus Abb. 3.6 liest man ab, dass fiir den Winkel ¢ zwischen re-
eller Achse und dem zur komplexen Zahl z # 0 gehorenden
Zeiger

b
cos(p) = C—l, sin(p) = —
r r

und damit
a=r-cos(p), b = r-sin(p)

gilt. Dabei ist r = +/a? + b? der Betrag der komplexen Zahl.
Weiter ist

a#0.
Der Winkel ¢ wird Argument der komplexen Zahl genannt.

b
tan(p) = ” 3.1

Trigonometrische oder Polarform einer komplexen Zahl

Wird eine komplexe Zahl durch die Angabe des Betrags
r und des Winkels ¢ im Bogenmall in der komple-
xen Zahlenebene beschrieben, so spricht man von der
trigonometrischen- oder Polarform (Abb. 3.6). Die
komplexe Zahl lautet dann

z=a + bi = r(cos(p) + isin(p)).

Das Argument einer komplexen Zahl ist nicht eindeutig be-
stimmt. Man kann 27 oder Vielfache davon addieren, ohne dass
sich die Lage des komplexen Zeigers und damit die komplexe
Zahl indert. Ublicherweise wihlt man das Argument so, dass
—n <@ <moder0 < ¢ < 2m gilt.

Um das Argument einer komplexen Zahl nach der aus (3.1)
abgeleiteten Formel ¢ = arctan( 2—’) zu berechnen, ist eine Fall-
unterscheidung nétig, je nachdem, in welchem Quadranten sich
die betrachtete komplexe Zahl befindet.



Abb. 3.7 Die Funktion y = arctan(g). Fiir positive g nimmt die Funk-
tion positive Werte an, fiir negative Z nimmt sie negative Werte an

Im(z) o
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b
arctan(g )
a Re(z)

Abb. 3.8 Komplexe Zahl im ersten Quadranten

Im ersten Quadranten: Hier ist 3 > 0, und der gesuchte Win-

kel ist ¢ = arctan (2) > 0. Es ergeben sich Winkel zwischen
Ound 7 (Abb. 3.8).

Im zweiten Quadranten: Hier ist % < 0 und damit
arctan (2) < 0. Der gesuchte Winkel ist ¢ = arctan (2) + 7.
Es ergeben sich Winkel zwischen 7 und 7 (Abb. 3.9).

Im dritten Quadranten: Hier ist 2 > 0 und damit arctan (%) >
0. Der gesuchte Winkel ist ¢ = arctan (%) + . Es ergeben
sich Winkel zwischen 7 und %n. Wihlt man —7 < ¢ < 7,
soist ¢ = arctan (2) — 7 (Abb. 3.10).

Im vierten Quadranten: Hier ist % < 0 und damit
arctan (2) < 0. Der gesuchte Winkel ist ¢ = arctan (2) 427
oder, wenn man ihn negativ angibt, ¢ = arctan (2). Es erge-
ben sich, je nach Betrachtungsweise, Winkel zwischen %n
und 27 oder zwischen 0 und —7 (Abb. 3.11).

Fiir die Umrechnung zwischen der kartesischen Form und der
Polarform ergeben sich also die folgenden Formeln:

. Umrechnung trigonometrisch — kartesisch: Die komple-
xe Zahl z = r(cos(¢) + isin(¢)) ist gleich z = a + bi mit

a=r-cos(p),
b = r-sin(p).

3.3 Die Polarform komplexer Zahlen

Im(z) ,

Z

b |arctan( g)

75
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a Re(Z)
Abb. 3.9 Komplexe Zahl im zweiten Quadranten
Im(z) o
[
a »
Re(z
larctan ( g (2)
b z
Z
Abb. 3.10 Komplexe Zahl im dritten Quadranten
Im(z) ,
9
a »
K arctan(g) Re(z)

Abb. 3.11 Komplexe Zahl im vierten Quadranten

2. Umrechnung kartesisch — trigonometrisch: Die komple-
xe Zahl z = a + bi ist gleich z = r(cos(¢) + isin(p)) mit

r =

Va2 +b? =|z|.
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Bei der Bestimmung des Winkels ¢ muss unterschieden

werden, in welchem Quadranten die komplexe Zahl liegt

(Abb. 3.8 bis 3.11):

Wir diskutieren zundchst den Fall 0 < ¢ < 27

m Falls a = 0 ist, liegt z = bi auf der imaginiren Achse.
Fiir b = O ist r = 0 und ¢ wird nicht benotigt, bei b > 0
gilto = %, und fiirb < Oistg = 3.

m Falls b = 0 ist, liegt z = a auf der reellen Achse. Bei
a>0isto =0,undfiira <0isty = 7.

Die Lage von z = a + bi bestimmt den Winkel:

Erster Quadrant:
(2)
¢ = arctan | — | .
a

Zweiter und Dritter Quadrant:

(@)
@ =arctan | — | + 7.
a

Vierter Quadrant:

b
¢ = arctan (—) + 2m.
a

Wihlt man —7 < ¢ < 7, so gilt:

m a=0:Firb>0istg = 7 und firb <OQistp = —7.

m b=0:Fira>0ist¢ =0undfira <0isty = .
Die Lage von z = a + bi bestimmt den Winkel:

Erster Quadrant:
(2)
¢ =arctan | — | .
a

Zweiter Quadrant:

@)
@ =arctan | — | + 7.
a

Dritter Quadrant:

@)
@ = arctan | — | — 7.
a

Vierter Quadrant:

(2)
@ = arctan | — | .
a

Komplexe Zahlen in trigonometrischer Darstellung sind gleich,
wenn Betrag r und Winkel ¢ iibereinstimmen, bzw. wenn die
Differenz der Winkel ein ganzzahliges Vielfaches von 27 ist.

Beispiel: Polarform komplexer Zahlen

Stellen Sie die komplexen Zahlen jeweils in Polarform
dar.

1. z = —3 + 4i: Der Betrag von z ist |z]| = V3% + 42 =
/25 = 5. Die Zahl liegt im zweiten Quadranten, da-
her ist das Argument

4
¢ = arctan (—3) + 7 =2.214.

Es ist also
7= -3 +4i=5(cos(2.214) + isin(2.214)) .

2. z = 1i: Der Betrag von z ist |[z] = 1. Fiir die Be-
rechnung des Arguments ergibt sich nach Formel (3.1)
eine Division durch 0, da der Realteil der rein imagi-
ndren Zahl i eben 0 ist. In diesem Fall liest man aus
der Darstellung der Zahl in der Gau3schen Zahlene-

bene ab, dass das Argument ¢ = Z ist, und erhilt

2

z=1i=cos (%) +isin(%).

3. z = 1+ i: Man berechnet r = +/2 und ¢ =
arctan(1) = 7% oder iiberlegt sich, dass z in der
Gaullschen Zahlenebene im ersten Quadraten auf der
Winkelhalbierenden liegt, und erhilt so dasselbe Er-
gebnis.

4. z = —2: Der Zeiger zeigt in Richtung der negativen
Realteilachse. Der Betrag ist +2, der Winkel ist 7. <

In manchen Fillen, insbesondere wenn beim Anwenden der For-
mel fiir den Winkel eine Division durch O auftritt, ist es einfacher
und schneller, das Argument aus der Darstellung der Zahl in der
GaulBlschen Zahlenebene direkt abzulesen.

Fiir die trigonometrische Darstellung gelten die Additionstheo-
reme von Sinus und Kosinus. Daraus lassen sich Formeln fiir die
Multiplikation und Division komplexer Zahlen in der Polarform
herleiten.

Mochte man die zwei komplexen Zahlen

71 = ri(cos(gr)+isin(er)) und  z3 = ra(cos(pz)+isin(gz))

multiplizieren, so erhilt man unter Anwendung der Additions-
theoreme

ri(cos(g1) + isin(p1)) - r2(cos(¢2) + isin(¢2))
r172 {(cos(¢1) cos(ga) — sin(g1) sin(g2))

+i (sin(¢1) cos(g2) + sin(¢2) cos(p1))}

= riry{cos(g; + ¢2) +isin(g; + ¢2)} .

2122

Diese neue komplexe Zahl hat den Betrag ryr, und den Winkel
¢1+ ¢>. Komplexe Zahlen werden also multipliziert, indem man
die Betrdge multipliziert und die Winkel addiert.



Multiplikation und Division wird in Polarform
einfach

Eine dhnliche Herleitung ergibt eine Formel fiir die Division
in der Polarform. Da das Potenzieren ein wiederholtes Mul-
tiplizieren ist, ldsst sich auch dies in Polarform sehr einfach
durchfiihren. Fiir Addition und Subtraktion dagegen ist die Po-
larform nicht geeignet.

Multiplikation, Division und Potenzieren in Polarform

Fiir die komplexen Zahlen z; = r(cos(¢;) + isin(¢y)),
2o = ry(cos(¢y) + isin(¢y)) in trigonometrischer Darstel-
lung gilt:

= Multiplikation:

21 - 20 = rira(cos(@ + @) + isin(g; + ¢2))

Komplexe Zahlen in der Polarform werden multipli-

ziert, indem man die Betrdge multipliziert und die

Winkel addiert.
= Division:

Z_] r

= — - (cos(p1 — @) + isin(p) — 92))
22 r

2#0

Komplexe Zahlen in der Polarform werden dividiert,
indem man die Betrige dividiert und die Winkel sub-
trahiert.

= Potenzieren:

2} = 1 (cos(ng;) + isin(ng;))

Eine komplexe Zahl wird mit n € N potenziert, indem
man ihren Betrag mit n potenziert und ihren Winkel mit
n multipliziert.

Die Polarform erlaubt eine geometrische Interpretation von
Multiplikation und Division komplexer Zahlen als Drehstre-
ckung.

Beispiel

Multiplizieren Sie z7; = —1 4+ 2iund z; = 1 + i einmal
in der trigonometrischen Darstellung und einmal in der
kartesischen Darstellung und stellen Sie das Ergebnis in
der Gauf3schen Zahlenebene dar.

Umrechnen in die trigonometrische Darstellung:
21 = v/5(cos(2.03) + isin(2.03)),
b4 .. T
2 = x/z (cos <Z) 4+ 18In (Z)) .
Damit ist

21 - 22 = V10 (cos(2.82) + isin(2.82)) = —3 + i.
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Abb. 3.12 Die trigonometrische bzw. Polardarstellung komplexer Zah-
len ermoglicht eine geometrische Interpretation der Multiplikation. Die
Multiplikation mit der komplexen Zahl z; = 1 + i mit Betrag +/2 und
Winkel ¢; = 45° dreht den Zeiger der Zahl z, um ¢; = 45° weiter und
verlidngert den Zeiger um den Faktor V2

In der kartesischen Darstellung erhélt man dasselbe Er-
gebnis:

zZ1-22=(C14+2)-(1+1)=-3+1.

Die Multiplikation bewirkt ein Weiterdrehen des Zeigers
71 = —1+4+2ium ¢ = % und eine Streckung um den

Faktor /2 (Abb. 3.12). <

3.4 Die Exponentialform komplexer
Zahlen

Legt man die komplexen Zahlen zugrunde, gibt es einen ein-
fachen Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion und
den trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus.

Euler-Formel

Fiir ¢ € R gilt die Euler-Formel

e = cos(¢) + isin(p).

Zum Beweis der Euler-Formel benotigt man Kenntnisse iiber
Reihen. Wir zeigen ihre Giiltigkeit in Abschn. 4.8.

Mit der Euler-Formel erhdlt man die
Exponentialform komplexer Zahlen

Mit der Euler-Formel kann man komplexe Zahlen in der Polar-
form kiirzer schreiben.
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Exponentialform komplexer Zahlen

Die komplexe Zahl z = a + bi mit dem Betrag » und dem
Winkel ¢ im Bogenmal lautet in der Exponentialform dar-
gestellt '

z=a+bi=re".

Beispiel

Fiir die Zahlen aus dem Beispiel ,,Polarform komplexer
Zahlen“ (Abschn. 3.3) geben wir die Exponentialform
an:

1. z=—-3+4+4i:Esistr = 5Sund ¢ = 2.214. Damit lautet
die Exponentialform z = 5e%2!4i,

2. z = i: Der Betrag von z ist |z| = 1, und der Winkel ist
¢ = Z.Insgesamtistz =i = el

3. z=1+1i: Hierist r = +/2 und ¢ = 7. Insgesamt ist
z=1+4+1i= +2efi

4. z = —2: Der Betrag ist +2, der Winkel ist 7. Also ist
z=-2=2e". <

Eine Reihe von oft benotigten Exponentialdarstellungen
kann man iiber die geometrische Anschauung leicht in die
kartesische Darstellung bringen:

e =e =1,
9 =1,

ein — _17
J¥F =

In Exponentialform helfen die Potenzgesetze
beim Rechnen mit komplexen Zahlen

Mithilfe der trigonometrischen Darstellung haben Multiplikati-
on, Division und Potenzieren komplexer Zahlen eine anschauli-
che Interpretation bekommen. Beispielsweise werden komplexe
Zahlen multipliziert, indem man die Betrige der beteiligten
Faktoren multipliziert und die Winkel addiert. In Exponenti-
aldarstellung heifit dies, dass sich fiir die komplexen Zahlen
71 = re? und z, = rel?? als Produkt

2170 =1 el@1+¢2)

ergibt.
Es gelten die aus der reellen Analysis bekannten Potenzgesetze

elf1 . el2 — oilo1+¢2)

sowie

ip1 )
L = ellw1—¢2)
ez

Rechnen in Exponentialdarstellung

Fiir die komplexen Zahlen z = re¥, z; = rj e, z, =
r, €% in Exponentialdarstellung gilt:

= Multiplikation:

27 =1 e e? = i eio1+¢2)

= Division:

71 _ e Tl o —
i - = — i@ wz), 2 #0
. nevr n

= Potenzieren:

n . nip

= (re?) =r'e

Die Potenzgesetze gelten auch fiir imaginidre Exponenten.

Beispiel

1. Gegeben sind die Zahlen z; = i = el und 7y =

1+i= +/2e%". Dann ist

-z =eti./2efl = 267,
.
21 ez’

1
2 Jeil 2

%
Ti

W

= (ﬁe%i) =23e¥l,
2. Fiirz =2 + 2i = +/8-e''7 erhalten wir

212 = (VB)'2.e12F = g6, o7
~——

=ei?=—1

=-8° <

Im Komplexen gibt es n n-te Wurzeln einer Zahl

Die Frage nach der Losung der Gleichung
"=a+ bi

fiihrt auf den Begriff der komplexen Wurzel.



Definition

Es sei w € C. Die Zahl z € C heifit n-te Wurzel von w,
wenn
'=w

gilt. Man schreibt z = /w.

Am Beispiel der Gleichung
8 4 8
= i
V2 V2
zeigen wir exemplarisch die Vorgehensweise bei der Berech-
nung der n-ten komplexen Wurzeln.

2 =wmitw =

1. Man rechnet zweckmiBig mit der Exponentialform:

8 8 oz
W=—+i—7=28e"%.
V22
Unter Beriicksichtigung der 277-Periodizitit von &' gilt
w=8.eFH ez,

2. Die Zahlen

2 = (8)F - et (F+2%m (3.2)

—2.e" B kez

3 = w,dennes giltz7; = §-e"(F+2%1) =

sind Losungen von z
w.
3. Fiir k € Z erhdlt man mit z; aus (3.2) drei verschiedene kom-

plexe Zahlen, namlich

0 =2-c®),
2 =20 B = 2. 6T,

=2 .ei'(lﬂ_2+47ﬂ) =2. ei'(%”).

Fiir k = 3 addiert man im Argument der e-Funktion die Zahl
27 und erhilt wieder zg. Entsprechend folgt zo = z3 = z6 =
Zg=...80wiez1 =z =z7=...undzp =25 =28 = ...,
d.h., wir haben tatsichlich nur drei verschiedene Losungen
20,21, 22 der Gleichung 7> = w. Die Losungen liegen auf
einem Kreis vom Radius 2 um den Ursprung. Die Punkte
20, 21, 22 markieren ein gleichseitiges Dreieck (Abb. 3.13).

Potenzieren und Radizieren in C
Fiir allgemeines n € N gilt:

= Die n-te Potenz vonz = a +i- b = |z| - ¢! ergibt sich
zu

= 7| - e,
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Abb. 3.13 Die dritten Wurzeln einer komplexen Zahl z bilden ein
gleichseitiges Dreieck

m Fiir jede komplexe Zahl w = r-¢€l?, r # 0 hat die
Gleichung
I =w

genau n verschiedene Losungen:

a=Yr-dGaml) k=0,1,....n—1.

Die n-ten Wurzeln von w liegen auf einem Kreis vom
Radius &/ um den Nullpunkt der GauBschen Ebene
und bilden ein regelmafiges n-Eck.

Mit Betragen komplexer Zahlen rechnet man
wie im Reellen

Die komplexen Zahlen sind nicht angeordnet, d. h., Ausdriicke
wie z; > zo fiir z;,z2 € C machen keinen Sinn. Rechnet man
mit Betrdgen komplexer Zahlen, so gelten die von den reellen
Zahlen bekannten Rechenregeln.

Rechenregeln fiir komplexe Betriage

Fiir 21,22 € C gllt

|21 - 22| = lz1] - |z2], (3.3)
al_ lal
2| |zl

|z1 + 22| < |z1] + [z2]. 34

Gl. (3.4) ist die Dreiecksungleichung.

Die Giiltigkeit von (3.3) folgt leicht aus der Exponentialdarstel-
lung komplexer Zahlen.
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Abb. 3.14 Die zweite Dreiecksungleichung lautet |z1| — |z2| < |z1 — 22|

Re(2)
Durch Ersetzen von z; durch z; — z, folgt aus (3.4) sofort die
zweite Dreiecksungleichung: F -1
lz1 — 22| = |z1] = |z2]. Abb. 3.16 Die Menge M = K 5(z0) := {z|1 < |z — 20| < 2} mitzp =
—1 + i beschreibt den Kreisring mit Mittelpunkt zo, Innenkreisradius
Ferner gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung: R, = 1 und AuBenkreisradius R, = 2. Die innere Kreislinie gehort

nicht zu K| », die duflere Kreislinie gehort zur Menge dazu
|21 + 22| = [lz1] = |z2]] -

Die Dreiecksungleichungen lassen sich geometrisch veran-
schaulichen: Eine Dreiecksseite ist nie ldnger als die Summe
der bgldf{n anderen Dre.lecksselten; eine .Dreleclfsselte ist langer 1. Welches Gebiet in C wird beschrieben durch
als die Differenz der beiden anderen Dreiecksseiten (Abb. 3.14).

Beispiel

M:={z]1<|z+1-1i] <2}?

Was im Reellen die Intervalle, sind im Mit 7o := —1 +igilt1 < [z —z| < 2,dh, die
Komplexen die Kreise Menge beschreibt einen Kreisring mit Innenradius 1

und AuBenradius 2. Die Innenkreislinie gehort nicht
zur Menge, der duflere Kreislinie gehort zu M (Abb.
Sei zp eine feste komplexe Zahl. Dann beschreibt die Menge 3.16).
2. Fiir welche z € C gilt
kr(z0) :={z€C||lz—z| =R} mit R>0
. o : |z —2i] < [2]?
den Kreis (Kreislinie) um zo mit Radius R. Die Menge

Mitz = x +1 -y folgt:
Ke(zo) = (2| |2 — 20l < R} voe

beschreibt das Innere dieses Kreises (Abb. 3.15). i =2)] <lx+i-yl
2 —9)2 242
Ein Kreisring mit Mittelpunkt zo und Radien 0 < R; < R; ist & VR2+ -2 <V +y
erklart durch o 24 y2 —dy+4< 2+ y2
<1<y

KR, 1, (20) := {z| R < |z—20| < R2},

Die Halbebene Im(z) > 1, d.h. die Mengez = x+i-y

wobei die Kreislinien des inneren Kreises mit Radius R; und des . - >
mitx € R und y > 1, ist Losung der Gleichung. <«

duBeren Kreises mit Radius R, nicht zur Menge gehoren.

3.5 Schwingungen, Zeiger und
komplexe Zahlen

Schwingungen spielen in den Ingenieurwissenschaften eine
grofe Rolle, z. B. in der Mechanik oder als sinusformige Strome
und Spannungen in der Wechselstromtechnik.

Abb. 3.15 Die Menge Kx(z0) := {z]| |z — z0| < R} beschreibt den Kreis Beispielsweise ist man in der Elektrotechnik daran interessiert,
mit Radius R um zy. Die Kreislinie gehort nicht zur Menge Schaltungen mit einer Wechselspannungsquelle zu beschreiben.



Meistens handelt es sich um eine sinusformige Wechselspan-
nung. Ein typischer Spannungsverlauf hat dann die Form

u(t) = u sin(wt + )

mit der Amplitude %, der Kreisfrequenz @ und dem (Null-)-
Phasenwinkel ¢. Diese Form nennt man Darstellung im Zeit-
bereich.

In der Wechselstromtechnik arbeitet man
mit komplexen Zeigern

Um Wechselstromkreise zu analysieren, ist es notwendig, diese
Schwingungsformen zu addieren, zu subtrahieren, zu multipli-
zieren und zu dividieren. Im Zeitbereich ist das mithilfe von
Additionstheoremen moglich, aber sehr aufwendig. Eine Alter-
native ist die Beschreibung mithilfe von Zeigern.

Das Vorgehen bei der Beschreibung von Schwingungen durch
Zeiger ist in Abb. 3.17 dargestellt.

Wir betrachten zunidchst 1 = 0. Der Wert der Funktion ist
u(0) = u sin(¢). Diesen Wert kann man mithilfe eines um den
Winkel ¢ gegeniiber der positiven reellen Achse gedrehten Zei-
gers darstellen. Die Projektion dieses Zeigers auf die y-Achse
ergibt den Wert der Funktion zur Zeit t = 0.

Fiir einen beliebigen Zeitpunkt mit + > 0 muss der Zeiger um
den Winkel wt weitergedreht werden. Wieder ergibt die Pro-
jektion dieses Zeigers auf die y-Achse den aktuellen Wert der
Spannung. Die Zeitabhingigkeit des Spannungsverlaufs wird al-
so durch Drehen des Zeigers im Gegenuhrzeigersinn abgebildet.

Insgesamt wird die Sinusgrofe durch einen rotierenden Zei-
ger dargestellt. Die Linge des Zeigers und damit der Radius
des Kreises reprisentiert die Amplitude der Schwingung. Die
Winkelgeschwindigkeit w ist gleich der Kreisfrequenz 2xf der
betrachteten Sinusgrofle. Der Phasenwinkel der Schwingung er-
gibt sich aus der Zeigerstellung bei t = 0.

Abb. 3.17 Man kann jeden Punkt der Schwingung im Zeitbereich auf
einen Kreis mit dem Radius # projizieren. Der Punkt P; beschreibt den
Wert der Funktion zur Zeit Os, der Punkt P, den Wert zur Zeit t. Das
Fortschreiten der Zeit entspricht einem Drehen des Zeigers

3.5 Schwingungen, Zeiger und komplexe Zahlen

Diese Zeiger kann man in der Ebene interpretieren. Man kann
sie grafisch addieren und drehen. Das Addieren entspricht
der Uberlagerung von zwei Schwingungen. Fiir diese Zeiger
ist aber keine Multiplikation oder Division definiert. Interpre-
tiert man sie als komplexe Zeiger und damit als komplexe
Zahlen, hat man zusitzliche mathematische Hilfsmittel zur Ver-
fligung. Insbesondere kann man dann die Drehung solcher
Zeiger in Form einer Multiplikation komplexer Zahlen aus-
driicken.

Zeiger und komplexe Amplituden beschreiben
Phasenverschiebungen bei Schwingungen

Zur Zeit t = 0 hat der Zeiger, der die Sinusgrofle reprisentiert,
die Linge u und den Winkel ¢. In komplexer Darstellung in
Exponentialform ist

u(0) =7ne".

Zur Zeit t ist die Linge des Zeigers ebenfalls , der Winkel aber
ot + ¢. In komplexer Darstellung in Exponentialform ist also

Z(t) — /’Ze(wtﬂah = Tie? elwt'

Komplexe Zeiger

Die reelle Schwingung
u(t) = u sin(wt + @)
lasst sich mithilfe der komplexen Zeiger
u(t) = 0el@+) =7l . e’

beschreiben.

Der Ausdruck e’ beschreibt die Zeitabhiingigkeit der
Schwingung und wird Zeitfaktor oder Drehoperator ge-
nannt, wihrend U = u(0) = %e'¢ alle Informationen
iiber die Amplitude und Phasenverschiebung der reellen
Schwingung enthilt. U heifit komplexe Amplitude der
Schwingung.

Die reelle Schwingung erhilt man aus der komplexen
Schwingung, indem man deren Imaginérteil nimmt:

u(t) = Im (u(z)) = Im (& (cos(wt + @) + isin(wt + @)))
=u sin(wt + ¢).

Bei dem hier beschriebenen Vorgehen ist der Radius des Krei-
ses gerade die reelle Amplitude der Schwingung. Dies ist eine
Darstellung durch Scheitelwertzeiger. In der Elektrotechnik
ist ebenfalls eine Darstellung durch Effektivwertzeiger tiblich;
dann ist der Radius des Kreises um den Faktor %«/E kleiner.

Teil |




82

3 Komplexe Zahlen

Im(z) o
24 A
U,
14 A
“la i 2 30 R'e(z)
—14 A U,

Abb. 3.18 Zwei komplexe Zeiger

Beispiel

Stellen Sie die Schwingungen u(f) = +/3isin(2r + %)
und u>(£) = /2 sin(2r — 7) durch komplexe Zeiger dar
und skizzieren Sie jeweils die komplexe Amplitude.

Die Schwingung u; (f) hat die Amplitude +/37, die Kreis-
frequenz v = 2 und den Phasenwinkel ¢ = Z. Damit
ist

u, (1) = V3ies - e,

Die komplexe Amplitude ist

Die Schwingung u, () hat die Amplitude +/27, die Kreis-
frequenz @ = 2 und den Phasenwinkel ¢ = —7. Damit
ist

u,(1) = V20e e

Die komplexe Amplitude ist

U= V20e 5 = (1-i) i

Die Umrechnung in die kartesische Darstellung erleich-
tert die Darstellung in der Gauflschen Zahlenebene (Abb.
3.18). <

Wir fassen zusammen:

Beschreibung von Schwingungen mit komplexen Zah-
len

Schwingungen kann man auf verschiedene Arten be-
schreiben: Als (Sinus-)Schwingung im Zeitbereich, als

Zeiger in der Ebene oder als komplexe Zeiger in der Gaul3-
schen Zahlenebene. Je nach Art der Beschreibung hat man
unterschiedliche mathematische Hilfsmittel, um mit den
Schwingungen zu rechnen.

3.6 Polynome und algebraische
Gleichungen

Wir betrachten nun die Losung einer algebraischen Gleichung
beliebigen Grades n € N im Komplexen. Diese Aufgabe kann
als Nullstellenproblem fiir ein komplexes Polynom vom Grad n
formuliert werden.

Definition
Ein Ausdruck der Form
Po(@) = an" + ap1?7 -+ a1z + ag

mit Koeffizienten ag, ay, . ..,a, € C und a, # 0 wird als
(komplexes) Polynom n-ten Grades bezeichnet.

Die Zahl z, heifit Nullstelle von P, (z), falls gilt:
Py(20) = anZp + @y 12y + -+ a120 +ag = 0.
Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, Aussagen iiber die Anzahl

und Art der Nullstellen zu machen. Die Grundlage dafiir ist der
Fundamentalsatz der Algebra.

Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom n-ten Grades (n > 1)
PR =and" 4+ a1+ 4+ aiz+ag

mit ag, ay, . .
stelle in C.

. a, € C, a, # 0 hat mindestens eine Null-

Der Beweis ist schwierig und wird deshalb iibergangen.

Ein komplexes Polynom ist ein Produkt aus
lauter Linearfaktoren

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt das Polynom
Pu(2) = @ " + @y + o+ aiz+ag, n>1

mindestens eine Nullstelle z; € C.



3.6 Polynome und algebraische Gleichungen

Anwendung: Widerstand, Spule und Kondensator

Strom und Spannung im Wechselstromkreis haben dieselbe
Frequenz, aber sie haben unterschiedliche Amplituden und
sind gegeneinander phasenverschoben. Theoretische und ex-
perimentelle Ergebnisse in der Wechselstromtechnik zeigen,
welche Phasenverschiebung ein Bauteil verursacht. Wie wir
gesehen haben, kann man Schwingungen mithilfe komple-
xer Zeiger darstellen (Abb. 3.17). Bei phasenverschobenen
Schwingungen gehen die zugehorigen komplexen Zeiger
durch Multiplikation mit einer komplexen Gro3e auseinan-
der hervor.

Das Hauptinteresse liegt darin zu beschreiben, wie sich das
Verhiltnis von Spannung zu Strom, also die Impedanz, und
die Phasen der Schwingungen zueinander verhalten. Die
Zeiger fiir Strom und Spannung werden dafiir zu einem fest-
gehaltenen Zeitpunkt betrachtet. Man wihlt hierfiir entweder
den Zeitpunkt + = 0 oder einen anderen Zeitpunkt, bei
dem ein beteiligter Zeiger, der sog. Referenzzeiger, gerade
auf der reellen Achse liegt (Abb. 3.19). Dieses Vorgehen ist
moglich und korrekt, weil die Lange der Zeiger und ihre Pha-
senverschiebung gegeneinander zu allen Zeitpunkten gleich
bleiben.

Man kann zeigen, dass an einem ohmschem Widerstand
Strom und Spannung in Phase sind, wenn eine Wechselspan-
nung angelegt wird. Das Verhiltnis der beiden Amplituden
ist gleich dem Widerstand R. Das bedeutet, dass die zur
Spannung # und zum Strom i gehdrenden Zeiger dasselbe
Argument haben. Es gilt u = Z - i mit Z = R (Abb. 3.19).

(

Abb. 3.19 Strom (rof) und Spannung (blau) am Widerstand (links)
und die dazugehdrigen Zeiger (rechts). Strom und Spannung sind in
Phase

Fiir eine Induktivitdt kann gezeigt werden, dass die Span-

nung dem Strom um 7 vorauseilt. Damit ist der Phasenwin-

kel der Impedanz 7. Wir wissen ebenfalls, dass der Betrag

der Impedanz oL ist. Damit ergibt sich aus der Exponenti-
aldarstellung

; T L (T .
Z=wle? = oL (cos (5) + isin (5» = iwL

in kartesischer Darstellung. Die kartesische Darstellung ist
erforderlich, wenn Zeiger addiert und subtrahiert werden
miissen. Es giltu = Z - i mit Z = iwL (Abb. 3.20).

i(1)

=
R

Abb. 3.20 Strom (ror) und Spannung (blau) an der Spule (/inks) und
die dazugehorigen Zeiger (rechts). Die Spannung eilt dem Strom um
7 voraus

Fiir einen Kondensator kann gezeigt werden, dass die Span-
bud

nung dem Strom um 7 nacheilt und die GroBe der Impedanz
wl_c ist. Dann ergibt sich aus der Exponentialdarstellung

e 7l 1 s o om i
Z = = — (cos (—) —1sin (—)) = ——
wC wC 2 2 wC

in kartesischer Darstellung. Oft wird der letzte Ausdruck
auch in der Form Z = ﬁ geschrieben, obwohl das kei-
ne kartesische Form ist. Es gilt y = Z i mit Z = -

(Abb. 3.21). e
i(t) u(t)
i) >
t
u(t)

Abb. 3.21 Strom (rot) und Spannung (blau) am Kondensator (links)
und die dazugehorigen Zeiger (rechts). Der Strom eilt der Spannung

um % voraus

83

Teil |




84

3 Komplexe Zahlen

Von P,(z) kann der Linearfaktor (z — z;) ohne Rest abdividiert
werden: mit den beiden Losungen

Pn(Z) = Pnfl(z) (z— Zl)'

J5 (ar_;fb;)
P,_1(z) ist ein Polynom vom Grad n — 1. Ist der Grad n — 1 wy = e
von P,_1(z) groBer als 0, so kann man den Fundamentalsatz der
Algebra erneut anwenden: Es existiert eine Nullstelle z; € C

’

2
ﬁ i~(arclan(2%)+7r +n)
— e = —wy.

von P,_1(z), sodass W2 = 2
Poi(2) = Pus(?)- (z—2) Die kartesische Darstellung
4
mit Grad(P,_,) = n — 2 gilt. Fiir P,(z) folgt dann T = ﬁ (cos (arctan(g) + 77)
2 2
Pu(z) = Ppa(@) - (z—21) - (2= 22). . (arctan(d) + 7 1
+ isin — > |l= +1,
Durch schrittweises Abdividieren aller n Nullstellen von P, (z)
folgt: r .
Wy = - —1
2
Linearfaktorzerlegung von Polynomen liefert die beiden Losungen
Ein Polynom P, (z) vom Grad n hat n komplexe Nullstel- z71=141, z=2-—1i. <

len z1,22,...,2, € C, die moglicherweise zusammenfal-
len. Es gilt die Linearfaktorzerlegung

Allgemein gilt: Fiir die quadratische Gleichung
Pu(z) = an(z —zn) - (= 2Zu1) - -+ (z—2z2)-(2—2z1).
Z+pz+qg=0

mit komplexen Koeffizienten p, ¢ € C erhalten wir mit zg = ’5’
durch quadratische Ergédnzung
Die p-q-Formel gilt auch fiir quadratische P42+ 24 q—D = 42+ g—2 =0

Gleichungen im Komplexen
Szt =%z5—¢q

Um eine quadratische Gleichung zu 16sen, gewinnt man durch S z=—7=% zg —q
quadratische Erginzung eine Gleichung der Form 722 = w mit 5
Losungen zj» = +/w. e=-L4 /& —q,
2 4
Beispiel d.h., die p-g-Formel fiir quadratische Gleichungen gilt auch fiir
p.q€C.
Wir 16sen die Gleichung

2 8
e =P = Sind die Koeffizienten reell, treten komplexe

Quadratische Ergéinzung liefert Nullstellen in konjugiert komplexen Paaren auf
3\’ .9 Wenn ein komplexes Polynom nun nur reelle Koeffizienten hat
2—=|] +3+i=- . . . .
und wir aber nach wie vor an komplexen Nullstellen interessiert
3\2 3 S .\ sind, so ergibt sich aus dem Fundamentalsatz der Algebra eine
(z — E) =-7 —i= -el'(m“‘"(?)*”), niitzliche Eigenschaft der Nullstellen.
Ist ndmlich z; eine Nullstelle eines Polynom n-ten Grades (n >
und die Substitution w = z — 3 liefert die Gleichung D 1
Py(z) =a, "+ a1 + - +az+ao
w? = % . o (arctan($)+r) mit reellen Koeffizienten ag, ay, . . ., a,, a, 7 0, dann gilt

1

anzy + ap—1z5 - + -+ aizo +ap = 0.



Wir konnen auf beide Seiten der Gleichung komplexe Konjuga-
tion anwenden:

anzy + anazy '+ aizo+ap=0=0

Weil fiir die komplexe Konjugation z; + zo = 71 + 23 gilt, folgt
weiter:

@y + a1z '+ @z +a =0
und mit 7,2, = 77 - 7 gilt auch

a2y + zy o+ @iz +do = 0.
Weil alle Koeffizienten ay, reell sind, erhalten wir

anzy + anflz?," 4+ +aizp+ap =0,

also ist auch 7 eine Nullstelle.

Polynome mit reellen Koeffizienten
Fiir das Polynom n-ten Grades (n > 1)
Po(@) = and" + an1 7 o+ a1z + ag

mit Koeffizienten ag, ay, ..., a, € R, a, # 0 gilt: Ist zp =
Xo + 1 yo Nullstelle von P,(z) so ist auch zg = xp —1i- yo
Nullstelle von P,(z).

Also gilt: Sind die Koeffizienten von P,(z) reell, so sind
die Nullstellen entweder reell, oder sie treten paarweise
komplex konjugiert auf, d. h., mit zz = x; + 1 -y, yx # 0,
ist auch z;y = x; — i - yx Nullstelle von P, (z).

Diese Eigenschaft erkennen wir in den folgenden Beispielen.

Beispiel
1. Bestimmen Sie alle Nullstellen von
Py(z) =2 + 1.
Es gilt P3(z) = 0 & z° = —1. Wir bestimmen die
Losung durch komplexes Wurzelziehen. Mit der Ex-

ponentialdarstellung der rechten Seite gilt

Z3 =1l ei~(n+2kn), keZ

=z = e%i~(n+2kﬂ)7 k=0,1,2.

Wir erhalten drei Losungen:

=¢€°,

1-
21 =eﬂ =_19

i. 5% i E —
p=¢€ 3 =¢ 3 = 20-

. Bestimmen Sie die Losung von
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Teil |

2 +327%2+3z2+1=-8.
Die binomische Formel fiir n = 3 liefert zunichst
2432 +3z+1=(z+1)°

und wir erhalten

(z+1)3 =-8.
Mit der Substitution w = z + 1 folgt
w? = —8.
Mit der Exponentialdarstellung der rechten Seite gilt
w? =8.e0H%N  p ey
= wp=2-e3 R —0,1,2,
Wir erhalten drei Losungen:

- Z
wo = 2e"3,
w; = 2e'" = -2,

3% i E
wy, =2e"3 =2e7"3

I
§l

Fiir das Ausgangsproblem folgt:

Zo=ll)0—1=26i'%—1,
Zl=w1—1=—2—1=—3,

2 =UJ2—1=2C_i'% — 1.

Auch hier gilt 7o = z5.

. Bestimmen Sie die Losung von

A =—1+i.
Esist —1 +1i = +/2-¢"i". Weiter folgt
Z4 — \/E ei~(%n+2kn), kel
=z = 71/8 'e%i~(%ﬂ+2kn)

Rosl ik
=2/8 gl eh32T =0, 1,2,3.
————
=120

Somit erhélt man die vier Losungen

Die Losungen sind nicht zueinander konjugiert
komplex. <
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3 Komplexe Zahlen

Ein reelles Polynom ist ein Produkt aus
Linearfaktoren und aus quadratischen Faktoren

Man kann die beiden Linearfaktoren (z — zz) und (z — Z)
zu dem reell unzerlegbaren (irreduziblen) quadratischen Faktor
((z — xx)* +y?) zusammenfassen:

(G—x—i-y) @—x+i-w) = ((z—x)* + 7).

Damit entsteht ein quadratischer Ausdruck mit reellen Koeffizi-
enten.

Faktorzerlegung reeller Polynome

Ein Polynom P, (z) mit reellen Koeffizienten kann stets in
ein Produkt irreduzibler reeller Faktoren hochstens zwei-
ten Grades zerlegt werden.

Beispiel
1. Das kubische Polynom
P3x) =2 +2z-10
hat die reelle Nullstelle z; = 2. Wie lauten die restli-
chen Nullstellen?

Abspalten des Linearfaktors (z —2) durch Polynomdi-
vision liefert

z +2z-10: (z—2) =2> + 2z + 5.
_(ZS _2Z2)
222 4+z-10
—(2722 — 42)
5z—10

Mit der p-g-Formel erhalten wir die Nullstellen von
2 +27+5=0zu

23=—1E+/1-5=—-1=x2i

Damit erhalten wir die komplexe Zerlegung in Linear-
faktoren:

Pi(x) =(z—2)-(z+1-=2i)-(z+ 1 + 2i).

Fassen wir die konjugiert komplexen Nullstellen zu ei-
nem quadratischen Faktor zusammen:

(Z+1-20)-z+1+2i)=(z+1)>+4,

so erhalten wir die Zerlegung von P3(x) in irreduzible
reelle Faktoren:

Py(x) = (z—2)-((z+1)*+4) = (z—2)-(Z+2z+5).

2. Das Polynom vierten Grades
Pi(z) =7 —272-3
ldsst sich mit der Substitution w = z? in das quadrati-

sche Polynom w? — 2w — 3 iiberfiihren.
Mit der p-g-Formel erhalten wir

22
Wip = I:IZ‘IZ +3=14£2,d.h.w; =3, w, = —1.

Weiter folgt
212 = :I:«/wl = :E\/§ und 34 = :E«/wz = +i.

Insgesamt ergibt sich die Zerlegung in komplexe Li-
nearfaktoren:

Py(z) = (z—«/g)-(z-f— ﬁ)-(z—i%(z—i—i).

Die Zerlegung von P4(x) in irreduzible reelle Faktoren
lautet

Py(x) = (Z—\/g)~<z+ «/g)-(zz—i—l). <

Aufgaben

3.1 Es seiz; = 2 +1, zo = 1 + 3i. Berechnen Sie die karte-
sische Form der folgenden Ausdriicke:

a)z1 +2
b)zi — 22
€)z1-22
a2
2
e) 2
21
Dz-z1
Q-2
3.2 Losen Sie die Gleichung und berechnen Sie die kartesi-

sche Form der Losung:

2
)2 % 5
4q
11
b)—+-=3
Z 1



3z
C) =
4z+2
d)z+272=254+3i

4i

3.3  Berechnen Sie den Real- und Imaginirteil von:
)2l = 4 —3i
YaEIh

bz =(0+1)-B-1i)

97 = V2 (s (§) ~ieos ()

.
Ii

d =
)4 =1
3.4
a) Esseiz; =24 3i,z0 = —2 —4iund z3 = —7. Berechnen

Sie die Exponentialform von z;, o und z3.
. s 3 .
b) Esseiz; =2-e%',z0 = 5-e¢7'. Berechnen Sie
a2 3 7

2122, —, —, %1, 2p-
22 2

3.5 Finden Sie x € R und y € R, sodass (x 4 yi)?> = 3 + 4i
erfiillt ist.

3.6  Die Admittanz einer Schaltung ist gegeben durch

Y= +iwC.

R+ iwL

Wie lautet der Imaginérteil von Y, und fiir welche Werte von
ist Im(Y) = 0?

3.7  Stellen Sie die reelle Schwingung
x(1) = A - - sin(wp - 1)

mithilfe der Funktionen y; (f) = e/°" und y,(r) = ™" dar.

Aufgaben 87

3.8
a) Bestimmen Sie den Real- und Imaginérteil der komplexen —
Zahlen ﬁ
=1
1 = (1 _1)129 2= 7 .
li—1]

b) Fiir welche Punkte der GauB3schen Zahlenebene z = x + iy
gilt
Im(z%) > Im(z)?

3.9  Gegeben ist die komplexe Zahl
1+i

72(c) = .

c—i

in Abhingigkeit von ¢ € R.

a) Fiir welche ¢ € R ist z(c) reell, fiir welche ¢ € R ist z(c) rein
imaginir?

b) Berechnen Sie die Zahl (z(0))''. Geben Sie das Ergebnis in
Polarform und in kartesischer Form an.

¢) Berechnen Sie alle Losungen w € C der Gleichung w® =
2(0).

3.10

a) Berechnen Sie Real- und Imaginérteil der komplexen Zahl

1+
1+

(14202 +i)
B (2—1i)?

1= ,» 22

b

1

b) Berechnen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung
=47 +8=0.

Die Angabe der Losungen in Polardarstellung ist ausrei-
chend.
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